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Funzioni Lipschitziane

Proposizione 1 (Lipschitz⇒ Sobolev). Siano BR ⊂ Rd e u : BR → R una funzione lipschitziana con costante
di Lipschitz L > 0,

|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y| per ogni x, y ∈ BR.

Allora, u ∈ H1(BR), |∇u| ∈ L∞(BR) e ‖∇u‖L∞(BR) ≤ L.

Proof. Per esercizio. �

Proposizione 2. Siano BR ⊂ Rd e u ∈ H1(BR). Se |∇u| ∈ L∞(BR), allora u è Lipschitziana e

|u(x)− u(y)| ≤ ‖∇u‖L∞(BR)|x− y| per ogni x, y ∈ BR.

Proof. Per ogni coppia di punti x0, y0 ∈ BR consideriamo r > 0 tale che

Br(x0) ⊂ BR e Br(y0) ⊂ BR.
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Quindi, per ogni coppia di punti di Lebesgue, x0, y0, abbiamo

|u(x0)− u(y0)| ≤ L|x0 − y0|.
Infine, basta definire u in un punto qualsiasi z ∈ BR come

u(z) = lim
n→∞

u(xn),

dove xn è una successione di punti di Lebesgue che converge a z. �
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